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1. Problembeschreibung

Die Flugbahn eines Balles beim schriagen
Wurf beschreibt idealisiert eine Parabel,
die als parametrisiertes quadratisches Po-
lynom A(x) mit Abwurfwinkel «, der Ball-
anfangsgeschwindigkeit v und der Anfangs-
hohe hy dargestellt werden kann. Dieser

ho

w

Abbildung 1: Modell des Wurfs mit Start-
hohe hg, Abwurfwinkel oo und
Startgeschwindigkeit v

Zusammenhang wird in Abbildung 1 dar-
gestellt. Die nichtnegative reelle Nullstelle
dieses Polynoms verkorpert die Wurfweite
w. In dieser Arbeit soll zunédchst die For-
mel fir h(z) aus den Gesetzen der New-
ton’schen Mechanik hergeleitet werden. Die
Formel soll fiir beliebige a € [O, %], v >0
und hg > 0 giiltig sein. Anschlieend soll
ein Reaktionsnetzwerk mit der zugehorigen
Massenwirkungskinetik erstellt werden, so-
dass die Eingabeparameter a, hg, v und die
Erdbeschleunigung ¢ als Stoffkonzentratio-



nen ausgedriickt werden und sich die Stoft-
konzentration einer Ausgabespezies asym-
ptotisch der gesuchten Wurfweite w anné-
hert.

2. Herleitung

Die mathematische Modellierung erfolgt in
drei Schritten. Im ersten Schritt wird die
Funktionsgleichung der Parabel gesucht,
die die Hohe des geworfenen Objektes in
Abhéngigkeit von der Zeit beschreibt. Die
nichtnegative Nullstelle dieses Polynoms,
die im zweiten Schritt bestimmt wird, ist
der Zeitpunkt t,, zu dem das Objekt den
Boden beriihrt. Im dritten Schritt wird
die horizontale Entfernung in Abhéngigkeit
der Zeit seit dem Abwurf modelliert und
mithilfe des eben bestimmten Zeitpunktes
des Aufkommens die letztendlich gesuchte
Wurfweite w berechnet.

Die Hohe soll wie in Formel (1) verein-
facht als quadratische Funktion modelliert
werden. Im Folgenden werden die einzel-
nen Parameter mithilfe der Ableitungen be-
stimmt.

h(t) = at* + bt + c
h(t) = 2at +b

h(t) = 2a

(1)

Die zweite Ableitung der Hohe wird als
konstant angenommen und ist im Wesentli-
chen durch die Erdbeschleunigung gegeben,
wie Formel (2) zeigt.

i(t) = —g = a=—3 (2)
Da die erste Ableitung von h die Geschwin-
digkeit angibt, mit der sich die Hohe zu je-
dem Zeitpunkt dndert, ist 2(0) durch v und
« gegeben:

v ist ein Skalar, namlich gerade die Léan-
ge des Richtungsvektors o, der auf Abbil-
dung 1 zu sehen ist. Dieser Richtungsvek-
tor hat jedoch eine vertikale und eine hori-
zontale Komponente, wobei fiir h lediglich
die vertikale von Bedeutung ist. Aus diesem
Grund muss v noch durch eine Funktion f
skaliert werden, die vom Startwinkel o ab-
hangt. Durch elementare Geometrie ist be-
kannt, dass f die Sinusfunktion ist. Wiirde
des Objekt senkrecht nach oben geworfen,
also o = 7, dann ist sin(a) = 1 und der
volle Betrag von ¢ wird der vertikalen Ge-
schwindigkeit angerechnet. Die Konstante
c aus Formel (1) ist bekannterweise durch
ho gegeben, sodass insgesamt gilt:
h(t) = —th +usin(a)t+hy  (4)
Als Néchstes gilt es, eine nichtnegative
Nullstelle von A zu bestimmen, sofern eine
solche existiert, da diese den Zeitpunkt des
Landens représentiert. Anhand der Diskri-
minante

D =V —4dac = (vsina)>+2g hy >0
—— ~
>0 >0

(5)
lasst sich ablesen, dass h mindestens ei-
ne reelle Nullstelle besitzt; aufler im Fall
(v=0Va=0)Ahy=0 besitzt h sogar
zwei reelle Nullstellen. Da der Scheitel-
punkt der symmetrischen h-Funktion bei
t =vsin(a)g~! > 0 liegt, hat h eine nicht-
negative Nullstelle. Sie liegt unter Nutzung
der allgemeinen Losungsformel fiir quadra-
tische Polynome sowie (5) bei

tn:USIHOH_\/E (6)
g
und muss anschliefend in die Formel fiir
die Wurfweite in Abhéangigkeit von der Zeit
eingesetzt werden, welche im Folgenden
entwickelt wird.



Das Vorgehen zum Finden der Weiten-
funktion w(t) ist analog zu (1). Dieses Mal
jedoch wird angenommen, dass w(t) kon-
stant ist, weil der Luftwiderstand in dieser
Approximation vernachlassigt wird. Wei-
terhin gilt, wiederum analog zu (3), dass die
horizontale Geschwindigkeit zum Startzeit-
punkt durch die horizontale Komponente
von v gegeben ist:

w(0) = v cos(a)
=w(t) = vcos(a)t

Um die gesuchte Wurfweite zu erhalten,
muss nun w(t,) mit dem in (6) gefundenen
Landezeitpunkt bestimmt werden. Die tri-
gonometrischen Funktionen koénnen nicht
auf eine einfache Art durch Massenwir-
kungskinetik berechnet werden [3]. Statt-
dessen wird im Folgenden eine Annéhe-
rung durch Taylorpolynome im Entwick-
lungspunkt o = 0 verwendet. Fiir diese
Anwendung wiirden Taylorpolynome drit-
ten Grades ausreichen. Allerdings konnen
negative Werte in der spateren Umsetzung
zu Problemen fithren. Bei Eingabewerten
von « € [0, 5] kann die Taylorapproximati-
on der Cosinusfunktion beim Grad drei al-
lerdings negativ werden (fiir a > v/2), wes-
wegen hierfiir der vierte Grad verwendet
wird, der dieses Problem nicht aufweist. In
Formel (7) wird die Approximation des Co-
sinus direkt so geschrieben, dass von links
nach rechts gelesen keine negativen Werte
auftreten.

3

81na~T§noz—oz—% (7)
ot o«
AT a=14+9 %
CosSv = L O = +24 5

Zusammen ergibt dies die finale Gleichung:

w(t,) =vcosa-t,

©) vsina + \/(v sina)® + 2ghg
= vcosa

(7) UTs?na + \/ UTS?;H + 2gh0
~ vT?

(8)

Im Folgenden soll eine grobe Fehlerab-
schatzung fiir den durch die Taylorent-
wicklung entstehenden Approximationsfeh-
ler durchgefiihrt werden. Eine analytische
Herangehensweise ist in diesem Fall sehr
ungenau. Es gilt

f(x)

wobei fiir das Lagrange’sche Restglied bei
Entwicklung im Punkt zq gilt:

=T7(z) + R}L“(x)

n+1
3¢ € [z, 2] : R?H(x) = —{n +(1§))! (z—20)"
In dieser Arbeit wurde der Entwick-

lungspunkt zy = 0 verwendet und Winkel
a € [0, 7] zugelassen, weswegen fiir die Tay-
lorapproximation des Sinus folgende obere
Schranke gilt:

in (¢)

. Sin
‘sm(x) sm ‘ ‘Rsm ‘ = TlA
sin(§) 4 Ly i
= —>r" < —2" < — < 0,2537

o1 © =247 =3

Analog gilt fiir die Abschétzung des Cosi-
nus folgende Schranke:

o

< -
_384O<00797

’Rcos
Dabei ist zu beachten, dass diese Fehler
nicht zwangsweise von den Taylorpolyno-
men erreicht werden miissen. Insbesonde-
re der Fehler der Sinusfunktion ist viel zu



grofl bemessen. Auf numerischem Wege er-
halt man als obere Schranke fiir den Sinus
mit 64-Bit-Arithmetik etwa 8-1072. Weiter-
hin zu beachten ist auBlerdem, dass der Ap-
proximationsfehler durch die numerischen
Eigenschaften der anderen Schritte beein-
flusst wird. So wird die jeweilige trigono-
metrische Funktion zundchst mit v multi-
pliziert. Ist dieser Wert grofler als 1, wird
der Fehler verstéirkt, ist er kleiner, wird
auch der Fehler abgeschwécht. Die genau-
en Auswirkungen der Taylorapproximation
werden spéater noch einmal in der Diskussi-
on der Ergebnisse aufgegriffen.

3. Umsetzung

Die Formel zur Berechnung der Wurfwei-
te beim schragen Wurf soll nun als Reakti-
onsnetzwerk modelliert werden. Es ist be-
kannt, dass Reaktionsnetzwerke Addition,
nichtnegative Subtraktion, Multiplikation,
Division und die Quadratwurzeloperation
abbilden konnen [1]. Dies sind all jene Ope-
rationen, die auch fiir Formel (8) benotigt
werden. Sie werden im Folgenden grundle-
gende Operationen genannt. Fiir eine che-
mische Modellierung muss jede grundlegen-
de Operation in mehrere Reaktionen iiber-
setzt werden. Dies ist beispielhaft auf Ab-
bildung 2 fiir eine Division gezeigt; die an-
deren konnen in [1] nachgelesen werden.

Implementiert und simuliert wird das
Reaktionsnetzwerk mithilfe der freien Soft-
ware COPASI [2]. Diese ermoglicht es iiber
ein graphisches Benutzerinterface, Spezi-
es und Reaktionsgleichungen zu definieren
und anschliefend eine Simulation fiir eine
definierte, virtuelle Zeit laufen zu lassen.
Beispielsweise kann eine gewiinschte Dau-
er von drei Minuten in wenigen Sekunden
simuliert werden, was die Effizienz von CO-
PASI zeigt.

O Inputspezies
O Reaktion
. Outputspezies

Abbildung 2: Reaktionsnetzwerk fiir die
Spezies x2 ausgehend von
a3 und 6. Die untere Re-
aktion ist beispielsweise als
a3 —» a3 4 x2 zu lesen.
Fir die Parameter wurde

k1 = ko = 0,1 gewahlt.

Listing 1: SSA-Instruktionen der Wurfwei-
tenformel in Préfixnotation

a2 = MUL alpha alpha
a4 = MUL a2 a2

x0 = DIV a4 TWENTYFOUR
x1 = DIV a2 TWO

Tcos = ADD ONE x0
Tcos = SUB Tcos x1
a3 = MUL a2 alpha
x2 = DIV a3 SIX
Tsin = SUB alpha x2
b = MUL v Tsin

x3 = MUL b b

x4 = MUL g hO

x5 = MUL TWO x4

D = ADD x3 x5

x6 = SQRT D
x7 = ADD b x6
tn = DIV x7 g

vTcos = MUL v Tcos
wn = MUL vTcos tn

Der grofite Nachteil von COPASI fiir die
Aufgabe dieser Arbeit ist, dass es uniiber-
sichtlich ist, die Vielzahl an Spezies und
Operationen zu verwalten. Aufgrund der
vergangenen Projektarbeiten und dem Um-
fang der Formel (8) konnte die Menge der
benotigten Spezies auf etwa 30 und die der


https://users.fmi.uni-jena.de/~hinze/mr20/projektarchiv.html

Reaktionen auf etwa 60 fiir eine naive Im-
plementierung geschatzt werden. Wiirde ei-
ne Anderung der zugrundeliegenden For-
mel notwendig werden oder miisste im Feh-
lerfall die zu korrigierende Stelle gefunden
werden, ware der manuelle Aufwand hoch.
Aus diesem Grund werden zwei zentrale Ei-
genschaften genutzt, um die Modellierung
zu vereinfachen. Die erste Eigenschaft ist
die, dass die Konzentrationen der Einga-
bespezies bei den Reaktionen der grundle-
genden Operationen konstant bleiben. Die
Reaktion zu ky in Abbildung 2 beispiels-
weise verbraucht ein a3, produziert jedoch
auch eines. Dadurch ist es moglich, For-
mel (8) in eine SSA-Form zu tberfithren,
um Berechnungen zu sparen und Zwischen-
ergebnisse wie die Taylorpolynome wieder-
zuverwenden [4]. Dies ist in Listing 1 dar-
gestellt. Jede Konstante auf der linken Sei-
te einer Gleichung entspricht einem Wert,
der sich aus der grundlegenden Operation
angewendet auf eine oder zwei andere Kon-
stanten ergibt. So werden sukzessive kom-
plexere Werte errechnet. Die Abbildung 3
zeigt beispielhaft, durch welchen Berech-
nungsgraph die Konzentration der Spezi-
es Tsin bestimmt wird. Jede dieser Glei-
chungen kann in entsprechende Reaktionen
iibersetzt werden und jede Konstante in ei-
ne Spezies.

Das Problem der negativen Werte in der
Cosinusapproximation héatte auch durch
Fallunterscheidungen gelost werden kon-
nen. Um die Komplexitat gering zu halten,
wurde allerdings die Losung durch einen
hoheren Grad der Taylorapproximation be-
vorzugt. Dadurch entfallt die Notwendig-
keit von ¢-Instruktionen in der SSA-Form.
Anhand des Listings 1 wird deutlich, wie
die Reduktion der Spezies und Reaktionen
wirkt. Zum Beispiel wird a? in Formel (8)
zwar mehrere Male durch die Taylorpoly-
nome verwendet, muss in der SSA-Form

O Inputspezies
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Abbildung 3: Berechnungsgraph fiir die
Spezies Tsin, wobei jeder
,Operation“-Knoten fir
mehrere Reaktionen steht
wie auf Abbildung 2 gezeigt.
Die Zahlen an den Kanten
zeigen an, welches Argument
die jeweilige Spezies fiir die

Operation ist; x2 ergibt sich
also durch x2 = DIV a3 6.

. Outputspezies

jedoch nur einmal berechnet werden. Da-
durch kann die Anzahl der fiir das Reak-
tionsnetzwerk benotigten Spezies minimal
gehalten werden. Zusammen mit den Da-
ten aus [1] lasst sich die Gesamtanzahl der
bendtigten Spezies und Reaktionen bestim-
men. Insgesamt werden Spezies fiir die Ein-
gabewerte, fir die Zahlen wie g oder 1, als
Zwischenspezies fiir die Subtraktionen und
als eine null-Spezies, die zerfallene Spezies
reprasentiert, benotigt. Hinzu kommt eine
Spezies pro Zwischenergebnis. In der Sum-
me werden 30 Spezies im Modell verwendet.
Fir die Anzahl der Reaktionen ergibt sich
ein Wert von 45 und damit eine Einsparung
um etwa 25%.

Die zweite wichtige Eigenschaft, die sich
in dieser Arbeit zunutze gemacht wurde,
ist die Verwendung eines einfachen XML-
Dateiformats durch COPASI. Das ermog-
licht es, COPASI-Dateien aus einem eige-
nen Beschreibungsformat zu erzeugen, wo-
durch die fehleranfillige, manuelle Arbeit
im GUI entfillt. Es wurde daher ein Py-



thonprogramm entwickelt, das ein deklara-
tives YAML-Format in eine fiir COPASI
lesbare Datei iibersetzt und dabei bei Be-
darf Spezies und Reaktionen erzeugt.! Das
hat den Vorteil, dass die YAML-Datei viel
leichter zu warten und anzupassen ist. Die
komplette YAML-Datei, die als Basis fiir
das COPASI-Modell dieser Arbeit dient, ist
aus Platzgriinden im Anhang 2 ab Seite 11
aufgefiihrt.

Im Detail sind fiir die grundlegenden
Operationen ADD, SUB, MUL, DIV und SQRT
Vorlagen fiir Reaktionen hinterlegt, die
[1, S. 33-38] entnommen sind. Insbeson-
dere sind dabei auch die Parametrisierun-
gen entsprechend gewahlt. Werden Zwi-
schenspezies bendtigt, werden diese auto-
matisch miterzeugt. Schliellich wird mit-
hilfe der Python-Bibliothek jinja2 die ei-
gentliche COPASI-Datei befiillt.

4. Ergebnisse

Fir die Simulation und FErzeugung der
Ergebnisse wurde die Python-Schnittstelle
von COPASI verwendet.? Diese erlaubt es
wie das GUI, einen Time course zu defi-
nieren und zu parametrisieren, insbesonde-
re mit der Laufzeit in Sekunden. Als Aus-
gabe wird eine CSV-Datei generiert, die
die Stoffkonzentrationen aller Spezies zu je-
dem Zeitpunkt enthalt. Auf Grundlage die-
ser konnten abschliefend die Graphiken er-
zeugt werden, die der Ubersichtlichkeit hal-
ber im Anhang A.1 ab Seite 9 aufgefiihrt
sind.

Dass das implementierte Reaktionsnetz-
werk im Allgemeinen in der Lage ist, die
Wurfweitenfunktion sehr genau nachzubil-
den, zeigt Tabelle 1. Gezeigt sind hier die
Werte, die fiir w(t, ) durch COPASI berech-

!CopasiTool on GitHub
2python-copasi on pypi.org

net werden, wobei mit Ausnahme der Spal-
te zu a = 1,57 jeweils fiir 200 Sekunden
simuliert wurde. Um die Ergebnisse ein-
ordnen zu konnen, sind zusatzlich die Ab-
weichungen der analog berechneten Wer-
te von einer ,exakten® Berechnung mit
FlieBkommaarithmetik aufgefithrt. Als wei-
terer Bewertungsmafistab wird der Fehler
aufgezeigt, der allein durch die Verwen-
dung der Taylorapproximation auftritt. So
wird deutlich, dass die Abweichungen meist
die gleiche Groflenordnung haben, was be-
deutet, dass der durch COPASI gemach-
te Fehler zu groflen Teilen auf die Erset-
zung der trigonometrischen Funktionen zu-
riickzufiihren ist. Eine Ausnahme davon ist
der Fall o = 0, welcher der Entwicklungs-
punkt der Taylorpolynome ist und dadurch
mathematisch exakt rekonstruiert werden
kann, was fiir das Reaktionsnetzwerk auf-
grund des asymptotischen Rechenverfah-
rens nicht moglich ist. Erwartungskonform
kann beobachtet werden, dass grofle hg
den Approximationsfehler vermindern. Das
liegt daran, dass der bei konstantem Ab-
wurfwinkel ebenfalls konstante Fehler ne-
ben dem mit 2¢g skalierten hy weniger ins
Gewicht fallt. Ebenfalls ist zu erkennen,
wie der Fehler tiberproportional durch v
skaliert wird, was bereits in den Vorbe-
trachtungen angekiindigt wurde. Eine Er-
hohung von v um den Faktor 10 hat ei-
ne Erhohung des Fehlers um den Faktor
100 zur Folge. Bei den Experimenten sind
vor allem Besonderheiten fiir Werte von
a nahe an 7 (Abbildung 8) aufgefallen.
Hier sollte fiir die Wurfweite idealerweise
w(t,) = 0 gelten, aber durch die Annéhe-
rung von 4 durch 1,57, die Annaherung des
Cosinus durch ein Taylorpolynom und die
approximative Berechnung durch COPASI
ist dieser Wert nicht zu erreichen. Zuséatz-
lich braucht es mehrere Groflenordnungen
mehr Zeit, um halbwegs gute Annaherun-
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Tabelle 1: Berechnete Wurfweiten fiir verschiedene Parameter, dazu absolute Abwei-
chungen von Vergleichswerten. ,exakt® und ,Taylor® wurden mit 64-Bit-
FlieBkommaarithmetik und Winkel- und trigonometrischen (fiir Ersteres)
Funktionen der Python-Standardbibliothek berechnet. Fiir die Zeile zu
a = 1,57 wurde die Simulation tiber 200000 Sekunden verwendet.

07 hO v WCOPASI (tn) Aexa,kt — COPASI Aexakt — Taylor
0 1 5 225759 0,0000282 0,0000000
0,785 10 5  6,48228 0,0003942 0,0025475
0,785 0 5 254243 0,0059892 0,0076719
0,785 0 50 254,241 0,6009172 0,7671920
1,57 1 5 0,116439 0,1116985 0,1116525

gen zu erreichen. Wahrend bei den meisten
Experimenten eine simulierte Zeit von 120
Sekunden ausreichte, um einen stabilen Zu-
stand zu erreichen, waren in diesem Sonder-
fall selbst 200000 Sekunden kaum genug.

5. Fazit

In dieser Arbeit wurde gezeigt, wie ei-
ne komplexe Funktion zur naherungsweisen
Berechnung der Wurfweite beim schriagen
Wurf mittels eines chemischen Analogcom-
putermodells implementiert werden kann.
Dazu wurde die entsprechende Funkti-
on zunachst mathematisch hergeleitet und
die bendétigten grundlegenden Operatio-
nen identifiziert. Anschlieend wurde ein
Programm entwickelt, das die grundlegen-
den Operationen in COPASI-lesbare Mo-
delle mit Spezies und Reaktionen iiber-
setzt. Durch die danach durchgefithrten Si-
mulationen konnte bestatigt werden, dass
das chemische Analogcomputermodell in
der Lage ist, qualitativ gute Ergebnisse zu
erzielen. 120 Sekunden bis zu einem stabi-
len Zustand sind jedoch zu lang fiir eine Be-
rechnung, die selbst auf alter Hardware nur
wenige Mikrosekunden benotigt. Natiirlich
kann das Modell mit einem Digitalcompu-

ter simuliert werden, so wie in dieser Arbeit
gezeigt, allerdings muss dann auf Vorteile
von Analogcomputern wie numerische Si-
cherheit verzichtet werden. Insgesamt kann
das hier erarbeitete Modell daher nicht als
praxistauglich eingestuft werden.
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A. Anhang

A.1. Graphiken
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—— Wurfweite
B 11
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Abbildung 4: Wurfweite mit o = 0, hy = 1 und v = 5; Die Taylorapproximationswerte
sind sehr genau, da adem Entwicklungspunkt entspricht. Die Werte werden

gemaf Listing 1 berechnet.
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Abbildung 5: Wurfweite mit o ~ 7, hy = 10 und v = 5; Taylorapproximationswerte zur

Uberpriifung
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Abbildung 6: Wurfweite mit a ~ 7, hg = 0 und v = 5; Taylorapproximationswerte zur

Uberpriifung
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Abbildung 7: Wurfweite mit a ~ 7§, hy = 0 und v = 50
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Abbildung 8: Wurfweite mit o ~ 7, hp = 1 und v =
Taylorapproximationen grofie Fehler aufweisen, selbst nach langer Simula-

tionszeit.
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5; Es ist zu sehen, dass die



A.2. Implementierungsdetails

Listing 2: YAML-Datei, die in eine COPASI-Datei tibersetzt wird

name: Throw distance approximation
duration: 200
input:
— name: alpha
initial wvalue: 0

— name: h0

initial wvalue: 1
— name: Vv

initial wvalue: 5
— name: g

initial wvalue: 9.81
— name: ONE

initial value: 1
— name: TWO

initial value: 2
— name: SIX

initial value: 6
— name: TWENTYFOUR
initial value: 24

functions:
— a2 = MUL alpha alpha
— a4 = MUL a2 a2
— x0 = DIV a4 TWENTYFOUR
— x1 = DIV a2 TWO
— Tecos_ = ADD ONE x0
— Tcos = SUB Tcos__ x1

— a3 = MUL a2 alpha
— x2 = DIV a3 SIX
— Tsin = SUB alpha x2

— b = MUL v Tsin
— x3 =MUL b b

— x4 = MUL g hO
— x5 = MUL TWO x4
— D = ADD x3 x5
— x6 = SQRT D

— x7 = ADD b x6
— tn = DIV x7 g

— vTcos = MUL v Tcos
— wn = MUL vTcos tn

11
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