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1 Einleitung

Chemische Computer ermdéglichen es, Berechnungen mithilfe von Molekiilen und chemischen Reak-
tionen durchzufithren. Wihrend vom Menschen geschaffene Technik auf nullen, einsen und Schalt-
kreisen basiert, arbeitet die Natur mit Abldufen, die evolutionér entstanden. Diese Abldufe konnen
genutzt werden, um wiederum kiinstliche chemische Computer zu bauen, deren Programm in Form
von Reaktionsnetzen formuliert wird und die Ein- und Ausgaben als Konzentration unterschiedli-
cher Molekiile darstellen.

Diese Arbeit prasentiert vier dieser Reaktionsnetze, welche die Addition, Subtraktion, Multiplikati-
on und Division komplexer Zahlen modellieren. Dabei werden komplexe Zahlen sowohl in Polarform
als auch algebraischer Form genutzt und umgewandelt. Sowohl bei der Ein- als auch Ausgabe un-
terliegen die Zahlen der Einschrdnkung, einen positiven reellen und imaginédren Teil besitzen zu
miissen. Fiir die Simulation der Reaktionsnetze wird die Software COPASI genutzt.

In den folgenden Kapiteln werden zunéchst die Grundlagen der komplexen Zahlen beleuchtet und
auf die verwendeten Reaktionsnetze fiir die Arithmetik reeller Zahlen eingegangen. Im Anschluss
werden im Kapitel Umsetzung die Formeln und Rechenwege présentiert und deren Darstellung in
Form von Reaktionsnetzen. Zuletzt sind im Kapitel Ergebnisse Rechenbeispiele und deren Resul-

tate fiir jedes der entwickelten Reaktionsnetze aufgefiihrt.



2 Theorie

2.1 Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen sind zweidimensionale Vektoren, die aus einem reellen a und einem ¢magindren
Anteil b bestehen. Sowohl a als auch b besitzen reelle Werte, jedoch wird b mit der imaginéren
Einheit ¢ multipliziert.

z=a+bi

i=v-1
Alternativ konnen komplexe Zahlen in der sogenannten Polarform dargestellt werden.

z=a+W
= |z|(cos(0) + isin(h))
= r(cos(f) + isin(h))
=r-e
Diese Form kann als Vektor in der zweidimensionalen Ebene interpretiert werden. Dabei entspricht

a der x-Koordinate, b der y-Koordinate, r dem Abstand zum Nullpunkt und 6 dem Winkel zur
reellen Achse (Abbildung 1).
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Abbildung 1: Darstellung der komplexen Zahl 2 + 3i als Vektor in der komplexen Ebene

2.1.1 Addition

Bei der Addition zweier komplexer Zahlen werden die jeweiligen Real- und Imaginérteile der Zahlen
auf herkommliche Weise addiert. Das Resultat der Addition der Realteile und der Imaginérteile
bildet zusammengesetzt das Ergebnis der komplexen Addition.

Formal ist die Berechnung folgendermafien anzusehen:

z1=a+bi
29 =C+ di
23 =21+ 29
z3=(a+c)+ (b+d)i
Dieser Prozess entspricht der Addition der Vektoren z; = (a,b) und z2 = (¢,d) in einer Ebene.

Dieser Zusammenhang kann, wie im folgenden Beispiel, in der komplexen Ebene visualisiert werden
(Abbildung 2).



Beispiel:

3 .___.._.-' T Zl — 1 + 3?:
’ 20 =3+ 1i
i z, Z3 23 =21+ 22

= (1+3i) + (3+ 14)
"/ =(143)+ (3+ 1)
— 5 23:4+4Z

Abbildung 2: Darstellung der Addition komplexer Zahlen in der Ebene

2.1.2 Subtraktion
Wie bei der Addition kénnen beim Subtrahieren zweier komplexer Zahlen die reellen und ima-
gindren Teile der Operanden isoliert behandelt werden:

z1=a+bi

zo=c+ di

Z3 = 21 — %9

z3=(a—c)+ (b—d)i

Dies entspricht der Subtraktion der Vektoren z; = (a,b) und 23 = (¢, d) in der Ebene:

: Beispiel:
Z y 4 Z1 = 3 + 1Z
! 29 =243

23 = 2] — 29
= (34 1) — (2 + 3i)
= (3-2)+(1—3)i

. 3 =1-2i

)

-2

Abbildung 3: Darstellung der Subtraktion komplexer Zahlen in der Ebene

2.1.3 Multiplikation

Fiir die Multiplikation zweier komplexer Zahlen wird das Prinzip des Ausmultiplizierens ange-
wendet. Das bedeutet, dass jeder Ausdruck in einem Klammerkomplex mit jedem Ausdruck des
anderen Klammerkomplex multipliziert wird und im Anschluss zusammengefasst wird. Zu beach-
ten ist hierbei, dass die Multiplikation ¢-¢ = —1 ergibt. Formal kann dieser Prozess folgendermaflen
beschrieben werden:



z1=a+bi

zo=c+di
Z3 = Z1 22
23 = (ac + bdi?) + (ad + be)i

z3 = (ac — bd) + (ad + be)i
Die Multiplikation komplexer Zahlen lisst sich ebenso mit der Polarform von z; und 29 darstellen.

z1 = 711(cos by + isinb,)

zZ9 = T2 (COS 92 + 7sin 02)

Aufgrund der folgenden beiden trigonometrischen Eigenschaften von Sinus- und Kosinusfunktionen

cosacos  — sinassin f = cos(a + )

cosasin f — sinacos f = sin(a + )

kann die Multiplikation zweier komplexer Zahlen in Polarform mit dieser Formel dargestellt werden:

zZ3 = 2122

23 = 7"17'2(COS(01 + 02) +1 sin(91 + 02))

Beispiel:
i z1=2+1
J Z9 = 1+ 14

23 = 21" 29
= (2+14) - (1 + 1)

o0 -7 =(2-1+1-1-(=1)+(2-1+1-1)i

o5 » . z3=14 3

0 05 1 s 2

Abbildung 4: Darstellung der Multiplikation komplexer Zahlen in der Ebene

2.1.4 Division

Um den Quotient zweier komplexer Zahlen berechnen zu kénnen, multipliziert man den Bruch mit

dem Faktor 2:%7 um die imaginédre FEinheit ¢ aus dem Nenner zu extrahieren:

21 _a+bi_ (a+bi)(c—di)

2z c+di (c+di)(c— di)
ac — bdi? — adi + cbi ac + bd — adi + bci

c2 — d242 - c2 + d2?
z1 ac+bd bec—ad.

29 cQ—Q—dQ—i_CQ—i—dzZ

Mit der Polarform einer komplexen Zahl besitzt die Division die folgende Form:

Z—l = E . (COS(91 — 92) —+ isin(@l — 92))
22 T2



3
; Beispiel:
2 7 2 =3+ 1
2o =143
21
23 = —
6 22
1 = 2 ) . _3+1i
' 143
0, _3-1+1-3+1-1—3-3.
0 , 1 2 3 R 12 + 37
e, 68,
z5 710 10
-1

Abbildung 5: Darstellung der Division komplexer Zahlen in der Ebene

2.2 Arithmetik in Copasi

[Hin13] beschreibt Reaktionsnetzwerke, die die Addition, nicht-negative Subtraktion, Multiplikati-
on und Division reeller Zahlen erméglichen. Diese werden in den folgenden Kapiteln als modulare
Grundbausteine verwendet. Zudem wird das Reaktionsnetzwerk fiir die Bildung der Quadratwurzel
einer reellen betrachtet, da diese Operation fiir spatere Zwischenoperationen benotigt wird.

2.2.1 Addition

Die Addition zweier nichtnegativer reeller Zahlen kann in Copasi mithilfe eines Reaktionsnetzwerkes
realisiert werden, welches X; und X5 als Anfangskonzentration der beiden Summanden betrachtet.
Die Stoffkonzentration von Y zeigt in diesem Fall das Ergebnis der Addition an.

X1—>X1+Y
Xo—> Xo+Y
Y =0

Abbildung 6: Reaktionsnetzwerk zur nicht-negativen Addition reeller Zahlen [Hin13]

Bei dieser Operation muss beachtet werden, dass die Massenerhaltung der Summanden nicht ge-
geben ist. Dies bringt den Vorteil mit sich, dass die Stoffkonzentration der Ausgangsstoffe erhalten
bleibt und somit die Summanden weiterhin verwendet werden kénnen, ohne, dass sich ihre Werte
dndern. Will man die Massenerhaltung jedoch beachten, kann dies durch die Hinzunahme einer
flankierenden Spezies erfolgen, die den Massenausgleich von Y kompensiert.

2.2.2 Subtraktion

Abbildung 3 beschreibt ein Reaktionsnetzwerk, das die Differenz zweier reeller Zahlen berechnet.
Ein- und Ausgabe erfolgen in Form von Stoffkonzentrationen, mit Xi, X5 als Operanden und
Y = X; — X5 als Ergebnis. Da es sich um die nicht-negative Subtraktion handelt, ist das Ergebnis
0 fiir den Fall X5 > X;.



X —Xi+Y
Xo—=> X0+ 7
Y =0
Z+Y =0

Abbildung 7: Reaktionsnetzwerk zur nicht-negativen Subtraktion reeller Zahlen [Hin13]

2.2.3 Multiplikation

Fiir die Umsetzung einer Multiplikation in Copasi werden zunéchst die Anfangskonzentrationen der
Stoffe X7 und X5 als Faktoren und Y als Produkt der Rechnung dargestellt. Das Reaktionsnetzwerk
in Abbildung 8 zeigt den Zusammenhang bei der Multiplikation.

X1+ Xo > X1+ Xo4+Y
Y — 0

Abbildung 8: Reaktionsnetzwerk zur Multiplikation reeller Zahlen [Hin13]

2.2.4 Division

Abbildung 9 zeigt ein Reaktionsnetzwerk zur Berechnung des Quotienten von zwei reellen Zahlen
Y = X5/X;. Da fur den Abbau von Y auch X; vorhanden sein muss, steigt die Ergebniskonzen-
tration unendlich fiir den Fall X; = 0.

X2—>X2+Y
X 1+Y = X4

Abbildung 9: Reaktionsnetzwerk zur Division reeller Zahlen [Hin13]

2.2.5 Quadratwurzel

In Abbildung 10 ist ein Reaktionsnetzwerk zur Berechnung der Quadratwurzel einer nicht-negativen
reellen Zahl X dargestellt. Hierbei wird das Ergebnis der Berechnung in Y gespeichert, wihrend der
Eingabewert erhalten bleibt. Die Spezies W (Waste) repriisentiert in diesem Reaktionsnetzwerk,
die Nebenprodukte der Rechnung und ist fiir weitere Betrachtungen irrelevant ist.



X—-X+Y
2-Y - W

Abbildung 10: Reaktionsnetzwerk zur Berechnung der Quadratwurzel einer nicht-negativen reellen
Zahl [Hin13]



3 Umsetzung

3.1 Addition

Die Addition zweier komplexer Zahlen in Copasi kann durch ein Reaktionsnetzwerk realisiert wer-
den, welches zwei parallele Additionen reeller Zahlen berechnet. Einer dieser parallelen Teile berech-
net dabei die Summe der Realteile, wihrend der Andere die Summe der Imaginérteile errechnet.

2 =21+ 2
z1:a1+b1i ,
22:a2+b2i 1
a =a;+a

b/:b1+b2
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Abbildung 11: Schematische Darstellung der Bausteine fiir die Addition komplexer Zahlen

3.2 Subtraktion

Die Subtraktion zweier Komplexer Zahlen z7, 2o wird durch die Bildung der Differenzen der reellen
und imagindren Teile realisiert. Das Reaktionsnetzwerk besteht somit aus zwei parallelen reellen
Subtraktionen.

Zusatzlich ist es wiinschenswert zu erkennen, ob die Subtraktion ein korrektes Ergebnis liefert, d.h.,
oba > cund b > d gilt. Dafiir wird ein weiterer Baustein in Form eines Marker-Reaktionsnetzwerkes
zu der Subtraktion hinzugefiigt. Die folgende Sektion geht néher auf die Funktionsweise dieses Re-
aktionsnetzwerkes ein.

Z = 21— 29
leal—f-bli

22:(12—|—b2’i PN

a = a; — Qo

o
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Abbildung 12: Schematische Darstellung der Bausteine fiir die Subtraktion komplexer Zahlen

3.3 Marker

Bei der Subtraktion wird ein Marker verwendet, der anzeigt, ob das Reaktionsnetzwerk das korrekte
Ergebnis der Subtraktion liefert. Dieser Marker liegt in Form einer Fehlerspezies (oder hier eher
eine Korrektheitsspezies) vor, deren Wert 0 annimmt, wenn das Ergebnis der Subtraktion z — y
negativ wére. Eine solche Spezies sollte den Wert des folgenden Ausdrucks annehmen, wobei die



Subtraktion genau der nicht-negativen Subtraktion des Reaktionsnetzwerkes entspricht (1).

o Jrmye>y

1: y.—{ 0 sonst (1)

_ y— _ leax>y 2)
(@—y)+y—=) | 0sonst

Im Sonderfall z = y liefert (1) das korrekte Ergebnis 0 und (2) sollte den Wert 1 annehmen.
Allerdings sind alle drei Terme in (2) stets nur annéhernd 0, haben dabei aber im Reaktionsnetz
i.d.R. denselben Wert, da es sich um die gleichen Ausdriicke handelt. Der Marker nimmt daher
den Wert 0.5 an.

r=y—zcz—y=y—x=0

zRT—Y — c 05
zZ+z

Um das gewiinschte Verhalten zu erreichen, kann (2) erweitert werden (Abbildung 13). Wichtig
hierbei ist, dass die Subtraktion stets nicht-negativ ist und sich wie (1) verhélt.

y—x
1- (2 —1
( (z—y)+(y—=) )
1l x>y
1 0 sonst

Abbildung 13: Schematische Darstellung der Bausteine fiir den Korrektheitsmarker der Subtrak-
tion

3.4 Polarkoordinaten

Fiir die bisherigen Reaktionsnetze der Addition und Subtraktion komplexer Zahlen bot sich die
algebraische Form z = a + bi an. Fiir die Multiplikation und Division komplexer Zahlen ist jedoch
die Polarkoordinaten-Darstellung besser geeignet. Der Grund dafiir liegt in der Subtraktion Y =
X1— X2, welche in den hier verwendeten Reaktionsnetzen nur fiir den Fall X1 > X2 zu korrekten
Ergebnissen fithrt. Bei der Subtraktion komplexer Zahlen wurde diese Einschriankung iibertragen,
sodass korrekte Ergebnisse nur im Fall a > ¢,b > d moglich sind.
Bei der Multiplikation und Division komplexer Zahlen treten ebenso negative Terme auf:
21+ 29 = (ac — bd) + (ad + be)i

2 ac+bd bec— ad

2o 2+ d? + 2raz’
Mit diesen Subtraktionen kann auf zwei Arten umgegangen werden. Einfach wére es, zu sagen,
dass das Reaktionsnetz korrekte Ergebnisse nur im Fall ac > bd (Multiplikation) bzw. bc > ad
(Division) liefert. Alternativ konnen diese Operationen nach einer Umrechnung in Polarkoordinaten
so durchgefiihrt werden, dass die nicht-negative Subtraktion kein Hindernis mehr darstellt.

3.4.1 Algebraische Form zu Polarkoordinaten

Um eine komplexe Zahl in algebraischer Form in ihre entsprechende Polarform umzuformen, miissen
aus den Parametern a und b die Parameter r und € berechnet werden.

Sei eine komplexe Zahl z in der Form z = a + bi gegeben so wird der Parameter r mittels der
euklidischen Norm berechnet:

r=|z|

r=+va?+ b2



Der Parameter 6 wird aus dem Arkustangens des Quotienten der Parameter b und a berechnet:

¢ = arctan (b>
a

Die Bestimmung des arctan wird in diesem Beispiel iiber eine Taylorreihe vorgenommen. Diese
Taylorreihe sieht in allgemeiner Form wie folgt aus:

oo
n 1 n
arctan(x) = Z(—l) mxz +1 (3)
n=0

Diese Taylorreihe hat jedoch die Eigenschaft, dass sie nur fiir |z| < 1 konvergiert. Das bedeutet,
dass fiir groflere x-Werte als 1 keine Abschétzungen fiir arctan(z) erstellt werden kénnen. Fiir
die Approximation dieser Werte gibt es eine zweite Taylorreihe, die entsprechend nur fiir |z| > 1
konvergiert. Da es in einem Reaktionsnetz jedoch sehr aufwendig ist, ein IF-Statement zu konstru-
ieren und die Bereitstellung zwei verschiedener Taylorreihen eine sehr hohe Anzahl von Spezien
und Reaktionen mit sich bringen wiirde, wurde hier eine alternative Losung gew&hlt. Diese Losung
beinhaltet eine Transformation (mit einer sigmoid-dhnlichen Funktion) von z, sodass die oben ge-
zeigte Taylorreihe (3) immer konvergiert und somit verwendet werden kann. Die Transformation
fiir « ist dabei Folgende:

, x
[ —
14+ v1+ 22

Daraus ergibt sich fiir die Berechnung des Arkustangens diese Gleichung:

arctan(x) = 2 - arctan <

x
1—|—\/1—|—x2>

= 2 - arctan(z’)

ad 1
— 2 _1 n ”2n+1
(2)( i

n=

Fiir eine hinreichende Genauigkeit geniigt es in diesem Beispiel die Taylorapproximation 5. Grades
zu erstellen, was im Detail zu dieser Formel fiihrt:

x/S 1,/5 1:/7 JClg
arctan(z) = 2 - (x'—+_+

ﬂ x > Sub u/m\

P

o~ -6

IS 3 iv T Add 2

[ \)? : —*6 ) '
\ / \, e ! :
| N x5>— Div T2 H i
\\ \\ @4’ 1 Sub —@ ' ‘\“\ . /\ /,k theta | |

|\ ~N — N ) e e G e

\ X7 ( Div T3 : . T T

\ @ Add —m : : (o) o)

p
\ ~ ' H () sart ~ (as)
N = o > Y Y
\\ Y el ; Add —-‘/02\\ \‘/;)a\\\—- Add
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7N\
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N
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Abbildung 14: Schematische Darstellung der Bausteine fiir die Arcustangensfunktion und Um-
rechnung von algebraischer Form zu Polarkoordinaten

Dieses Reaktionsnetzwerk benétigt, trotz der Anwendung der Subtraktion der Taylorreihe, keinen
Marker. Dies begriindet sich damit, dass die Transformation von & den Wertebereich von 2z’ auf
—1 < x < 1 beschréinkt. Da aber die Annahme getroffen wurde, dass Real- und Imaginirteile der
Operanden nicht-negativ sind, wird der potentielle Wertebereich auf 0 < x < 1 verringert. Hieraus
ergibt sich, dass ein Subtrahent in der Taylorreihe nie gréfler werden kann als der dazugehorige
Minuend.
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3.4.2 Polarkoordinaten zu algebraischer Form

Die Umrechnung komplexer Zahlen zuriick in die algebraische Form benétigt sowohl die Sinus- als
auch Cosinus-Funktion:

z = r(cos(#) + isin(6))
—a=r-cos(f)
— b=r-sin(d)

Die Taylorreihen der Sinus- und Cosinus-Funktionen bieten sich an, um diese in Reaktionsnetzen
darzustellen:

oo 2n+1
sin(x g 2n 2 )
cos(zx) = Z(—l)”(;nr;'

n=0

Da in dieser Arbeit nur komplexe Zahlen mit nicht-negativen reellen und imaginéren Komponenten
betrachtet werden, ist der Definitionsbereich der Umwandlung in die algebraische Form beschrinkt:

0<6<m/2
— 0<sin(f) <1
— 0<cos(f) <1

Um eine ausreichende Genauigkeit fiir 0 < x < 7 zu gewéhrleisten, wird die Taylorreihe 5. Grades
gewahlt:

.’173 .’175
sin(w) =@ =5+ 955
1'2 1'4

1— 4=

cos(x) 5 + 5

Sub ——> Cos(X)

L Cos ' sin
RS <| Operation - - Eingabe - /Ausgabe - --=-=-===-==-=--- - ‘\ ( ) s
~~4 Operation - Eingabe + {Ausgabe - - - - - = === === -~ ’

Abbildung 15: Schematische Darstellung der Bausteine fiir die Sinus- und Cosinusfunktion als
Reaktionsnetzwerk

Abbildung 16 zeigt das endgiiltige Reaktionsnetzwerk zur Umwandlung von der Polarform zur
algebraischen Form. Ein zusétzliches Marker-Modul zeigt an, ob 6 im Intervall [0, 7/2] liegt.
Offen bleibt die Handhabung von komplexen Zahlen mit positiven reellen und imaginiren Anteilen,
deren Polarform einen Wert 6 > 2 aufweist. Dafiir wére eine Umwandlung beliebig grofler Werte
von # in das Intervall [0,27] und eine hoher-gradige Taylorentwicklung von Sinus und Cosinus
notwendig.
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a=r-cos(f)
b=r-sin(f)
J1e6<n/2
|l 0+ 60>7/2

Abbildung 16: Schematische Darstellung der Bausteine fiir die Umrechnung in algebraische Form

3.5 Multiplikation

Fiir die Multiplikation komplexer Zahlen wird zunéchst deren trigonometrische Darstellung der
Polarform verwendet. Fiir die Realisierung dieser Operation wird ein Reaktionsnetzwerk erstellt,
das die reelle arithmetische Multiplikation und Addition enthilt (Abbildung 17).

21:(7’1,91)
222(7“2,92)
2 =0

=212
=119
0" =6 + 0,

' '
' ' '
H 1
H J e |
' '
H H
L ~~ CMul :
"1 Operation | - Eingabe - {Ausgabe - - - - -=--=--=---------- -

Abbildung 17: Schematische Darstellung der Bausteine fiir die Multiplikation zweier komplexer
Zahlen in Polarform

Da die Eingabe der Operanden jedoch in algebraischer Form erfolgt, muss das Reaktionsnetzwerk
um die Umformung der algebraischen- zur polaren-Form sowie von der polaren- zur algebraischen-
Form erweitert werden (Abbildung 18).

Z1 = a1 + bll a2t
29 = ag + byt Va (2)
2/ o /2 b/2 H i\ Pol />\ <s>f /"‘\\
e @ O\ O
pr— Zl . Z2 '::-1:\ \i:i: CMul ‘ Alg %Ev b’ E
(r1,61) = polar(ay, by) i - () /5 / K
(19, 02) = polar(az, bo) Vo \@ ) §
(r,0) = emul(ry, 61,72,02) =" — o
(a',b',m) = alg(r, ) )

Abbildung 18: Schematische Darstellung der Bausteine fiir die Multiplikation zweier komplexer
Zahlen in algebraischer Form
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3.6 Division

Fiir die Division zweier komplexer Zahlen in Polarform geniigt die Kombination der einfachen
arithmetischen Division und Subtraktion in Form eines Reaktionsnetzes. Zusétzlich wird mithilfe
eines Markers gepriift, ob 6; > 65 gilt. Ist dies nicht der Fall, wird #; um 27 erhoht, wodurch
die Subtraktion nicht-negativ und das Ergebnis korrekt bleibt. Allerdings muss dafiir weiterhin
0 < 62 < m/2 fiir die Eingabe gelten. Teil der Ausgabe der Division ist eine Markerspezies m,
welche den Wert 1 annimmt, wenn das Ergebnis korrekt ist.

212(7"1791)
222(7“2,92)
<1
/: 10/ — = :
d=00) =" :
=1
T2 :
. 1<—>91<02 :
Meorr = O(—>91 292 H
(9'1:01+mcorr-27r
0 =6, — 0,
=Y 046, <6,

Abbildung 19: Schematische Darstellung der Bausteine fiir die Division zweier komplexer Zahlen
in Polarform

Um sowohl Eingabe als auch Ausgabe in algebraischer Form zu erméglichen, werden die vorher
beschriebenen Umwandlungsmodule zwischen Eingabe, Division und Ausgabe gelegt. Ein Marker,
der die Korrektheit aller Module kombiniert, zeigt, ob das Ergebnis korrekt ist.

Z1 = aq +b12

Z9 = Q9 + bQ’L

'@ (=) (D)
/ / /s Zl E P Pol /\'f "/ \T/,,Aw'/ 's"\

Z=a +bi=— ‘@ NN | A e
ZQ \\__,‘ \,‘,/7 y \/ )\ /,IL. o '
(r1:61) = polar(an, br) ANy - athry
(TQ, 92) = pOl&I‘(CLQ, bQ) E ' E\‘ r <>‘7/" \":/ \;/ NoE

" f/ TN \ W

(rvgaml) = Cdlv(rl7elyr2a92) AN —/ N ’ "
(a', b, my) = alg(r, 0) v | ) e A

m = 11 - Mo

Abbildung 20: Schematische Darstellung der Bausteine fiir die Division zweier komplexer Zahlen
in algebraischer Form
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4 FErgebnisse
4.1 Addition

Die Addition zweier nicht-negativer komplexer Zahlen kann durch die Aneinanderreihung zweier
Reaktionsnetzwerke zur Addition von reellen Zahlen realisiert werden. Das Reaktionsnetzwerk um-
fasst sechs Spezies, wovon vier fiir die Eingaben und zwei fiir die Resultate verwendet werden. Die
Eingabe umfasst die beiden komplexen Summanden z; = A + Bi mit den Spezies A und B, sowie
z9 = C'+ Di mit den entsprechenden Spezies C und D (Abbildung 21). Die Ausgabe wird durch die
Spezies A + C (Realteil des Ergebnisses) und B + D (Imaginérteil des Ergebnisses) représentiert
(Abbildung 22).

Da bei der Addition komplexer Zahlen die Real- und Imaginérteile jeweils addiert werden und
die Voraussetzung besteht, dass dieser Anteil in jedem Fall nicht-negativ sind, liefert die Arithme-
tik in jedem Fall ein richtiges Ergebnis.

Beispiel:
z1=1+4+31
29 = 2 4+ 4i;
Z3 = 21 + 22
z3 = 3+ 7i;
Eingabe Z1 Eingabe Z2
3.5 4.5
3 4]
25 3.5
= =
T 2 3]
E E
1.5 25
14 2]
0.5 1.5
T L L T L 1 — — T — T — —T —
0 200 400 600 800 1,000 0 200 400 600 800 1,000
s s
[Al - [a+c] [ [E+0] [E] ]} [a] - [a+C] [c1 [6+40] :1} i}
Abbildung 21: Darstellung der Summanden als Eingabespezies
Addition zweier komplexer Zahlen
73
=N A compartment  reactions  mol/l 1
5 . -
A+C  compartment  reactions  mol/l 3
=4 . -
3 ] C compartment  reactions  mol/| 2
E g

0
2

B+D compartment reactions  mol/l 0 [
B compartment  reactions  mol/ 3
4

D compartment  reactions ol

T T T T T 1
o 200 400 600 800 1,000
s

[A] = [a+C] [cl [E+0] [E] ]}

Abbildung 22: Ergebnis der komplexen Addition
4.2 Subtraktion
Das Reaktionsnetzwerk der nicht-negativen Subtraktion von komplexen Zahlen umfasst 28 Spezies

und 48 Reaktionen.
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Die Eingabe erfolgt im Reaktionsnetzwerk iiber die Spezies A, B (fiir z1), C und D (fiir 22) (Abbil-
dung 23). Das Ergebnis kann an den Konzentrationen der Spezies A-C, B-D und Marker abgelesen
werden. Hat Marker eine Konzentration von 1, ist das Ergebnis korrekt (Abbildung 24).

Beispiel:
21 =6+ 8
29 =4+ 31
Z3 = Z1 — X2
23 =24+ 51
Eingabe 71 Eingabe Z2
8.5 2.2
o
5]
3.8+
7.54 -
3.6
o -
>~ ~
o 7 - 4
o o
= U 3.4
6.5 7
3.2
6]
5]
5.5 - 2.5
T T T T T T T T 1
168 2688 ) 488 588 a 108 200 306 560
= s
—[Al —[e] —[€1 —[@ -[ac] [B-D] — [Marker] - [Markeracl [Markergp] —[A -] —[a -] -[acl [8-0] — [Merker] — [MarkeraC] [Merkeran]

Abbildung 23: Darstellung der Operanden als Eingabespezies

Subtraktion zweier komplexer Zahlen

—[x -] - -]

— [a-c] [8-0] — [Marker] — [Markerac] [Markereo]

Abbildung 24: Ergebnis der komplexen Subtraktion

7] A compartment | reactions |mol/l & (&
B compartment reactions mol/l 8 B

537 C compartment reactions mol/l 4 2

22_ D compartment reactions mol/1 3 =2
A-C compartment | reactions |mol/l @ 2

1 B-D compartment reactions mol/l @ S
Marker compartment reactions |mol/l @ | 8.998957

Wiirde der reelle oder imaginére Teil des Ergebnisses negativ werden, nimmt die Spezies Marker
den Wert 0 an, um anzuzeigen, dass das Ergebnis falsch ist. Dieser Sachverhalt wird anhand des
folgenden Beispiels verdeutlich:

21 =4+8i
29 =6+ 31
23 = 21 — %2
z3 = —2+ 5

Die Ergebnisse dieser Rechnung in Copasi werden in der nachfolgenden Abbildung 25 dargestellt.
Hierbei ist zu erkennen, dass der Marker, wie erwartet, den Wert 0 annimmt.
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Subtraktion zweier komplexer Zahlen

T T T T T 1
@ 1lee 200 300 488 588
s

—[a] -—-[8] -—[c] -—[p] -[a-C] [B-D] — [Marker] — [Markerac] [Markersn]

Abbildung 25: Ergebnis der komplexen Subtraktion mit falschem Ergebnis

4.3 Multiplikation

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen stellt die erste Operation dar, bei der die algebraische
Darstellung der Zahlen nicht ausreichend ist, da in dieser Représentation negative Ergebnisse zu-
stande kommen kénnen. Aus diesem Grund findet bei dieser Arithmetik eine Umwandlung in die
Polarform statt.

Im Folgenden wird die in dem Abschnitt 3.4 und dem Abschnitt 3.5 dargestellte Vorgehensweise
anhand des nachfolgenden Beispiels préasentiert.

Beispiel:
z1 =3+ 15
29 =2+ 41
Z3 — 21" 22

Die Eingabe des Reaktionsnetzwerkes besteht aus den beiden komplexen Zahlen z; = A + Bi und
z9 = C' + Di, die in der algebraischen Form bereitgestellt (Abbildung 26) und als Konstanten fiir
die weiteren Berechnungen angesehen werden.

Eingabe Z1 Eingabe Z2

mol /I
I

mol/l
Y

0.5 1.5
T T T T T T T T T 1
0 200 400 600 800 1,000 0
s

T T T T T T T T —
200 400 600 800 1,000
s

Abbildung 26: Darstellung der Faktoren als Eingabespezies

Wie in den vorherigen Kapiteln beschrieben, miissen die Eingabegrofien fiir die Multiplikation in
ihre Polarform umgewandelt werden. Die Ergebnisse dieser Umwandlung sind in (Abbildung 27)
ersichtlich.
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Z1 - Polar

=2 Z1R compartment  reactions
o
E1s Z_1_theta compartment  reactions
1
0.5
o
i T T T T T 1
0 200 400 600 800 1,000
s
(a) z1 in Polarform (b) Werte der Polarform von z;
Z2 - Polar
5
B
=3 | Z2R compartment  reactions
o
E,4| Z_2_theta compartment  reactions
~
A
oJ L/
T T T T T T 1
0 200 400 600 800 1,000
5
(c) z2 in Polarform (d) Werte der Polarform von z2

Abbildung 27: Polarform der Faktoren

Anschlieflend erfolgt die eigentliche Multiplikation, indem die Winkel addiert und die Radien mul-
tipliziert werden. Da sowohl die Winkel als auch die Radien reelle Zahlen sind, kénnen diese iiber
reelle arithmetische Teilreaktionsnetze berechnet werden. Die Ergebnisse der Multiplikation sind

beispielhaft in Abbildung 28 zu sehen.

Ergebnis Multiplikation (Polar)

% o Z3R compartment  reactions
E

6] Z_3 theta compartment  reactions

—T T T T T T — —
0 200 400 600 800 1,000
s

Abbildung 28: Ergebnis der Multiplikation (polar)

Im letzten Schritt werden die Ergebnisse in die algebraische Form, mithilfe der in Abschnitt 3.4.2
dargestellten Vorgehensweise, zuriicktransformiert. Diese Riicktransformation liefert das Resultat

der Multiplikation in algebraischer Form (Abbildung 29).

Ergebnis Multiplikation (algebraisch)

%sf il Z38 compartment  reactions
£ 7

o Z3A compartment  reactions

T T T T 1
0 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000
s

Abbildung 29: Ergebnis der Multiplikation (algebraisch)

17



Die Multiplikation liefert, wie im vorherigen Beispiel gesehen, korrekte Ergebnisse fiir zwei kom-
plexe Zahlen, bei denen der Real- und Imaginérteil positiv ist. Jedoch muss hier beachtet werden,
dass die algebraische Darstellung des Produkts nicht immer zu korrekt ist. Dies begriindet sich
damit, dass bei der Umrechnung der polaren Darstellung zu der algebraischen Form des Ergebnis-
ses, Werte auftreten konnen, die kleiner als 0 sind. Ist dies der Fall wird ein Marker auf 0 gesetzt
und das Ergebnis somit als invalide markiert. Das Resultat in Polarform ist jedoch in jedem Fall
korrekt und kann weiterhin verwendet werden.

Dieser Sachverhalt kann anhand des nachfolgenden Beispiels verdeutlicht werden.

z71=14+2i
2o =3+ 41
23 =21 22
z3 = =5+ 101

Hierbei wird der Realteil des Ergebnisses (z3) negativ und ist durch chemische Reaktionen nicht
darstellbar. Aus diesem Grund wird, wie in (Abbildung 30) ersichtlich, der Marker (Z_3.m) auf 0
gesetzt, was bedeutet, dass das Ergebnis invalide ist.

12E 714 compartment  reactions maol/l |1

m—i Z_1B compartmment  reactions maol/l |2 2
= 5 Z2A compartment  reactions mol/l | 3 3
E 5j Z2B compartment  reactions mol/l |4 4

“‘: 73A compartment  reactions maol/l |0

2'; | Z3B compartment  reactions mol/l |0

o — . : Z_3.m_.. compartment reactions maol/l |0

T —— —T— — T —T—
0 20,000 40,000 60,000 80,000 100,000

s

Abbildung 30: Invalides Ergebnis der Multiplikation (algebraisch)

4.4 Division

Fiir die Division von komplexen Zahlen wurde ein Reaktionsnetzwerk modelliert, das 124 Spezies
und 222 Reaktionen umfasst.

Die Eingabe erfolgt iiber die Spezies A1, Bl (fiir z1), A2 und B2 (fiir z2) (Abbildung 31). Das Er-
gebnis kann an den Konzentrationen der Spezies A, B und Marker abgelesen werden. Hat Marker
eine Konzentration von 1, ist das Ergebnis korrekt.

Beispiel:
z1 =4+ 21,
20 =341
21
zZ3 = —
Z2
z3=14+0.2i

Die fiir dieses Beispiel verwendeten Eingabegrofien werden, wie in dem vorherigen Beispiel auch,
als Konstanten angesehen. Dies hat den Vorteil, dass die Werte fiir weitere Rechnungen verwendet
werden koénnen, da ihr Wert nicht verdndert wird. Die Konzentration der Eingaben ist in der
folgenden Abbildung 31 zu erkennen.
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Eingabe 71

mol/1l

—[a1]
— [marker]

— [theta]

2,000 4,000 6,000 8,808
H
-] ~ 2l -~ [s2] ~[a]
- [R1] [thetal] - [R2] — [theta2]

— [m_sin_cos_angle_range] — [m_corrected_sub] [m_angle_sub]

1
10,600

[e]
=[Rr]

Eingabe Z2

@.5 -

T T
4,000 6,000

—[A1] —[B1] — [A2] — [82]

— [marker] — [R1] [theta1] — [R2]

— [theta]  — [m_sin_cos_angle_range] — [m_corrected_sub]

Abbildung 31: Darstellung der Operanden als Eingabespezies

T T 1
8,000 1lo,000

— a1 [e]

—[thetaz] — [R]

[m_angle_sub]

Wie in den vorherigen Abschnitten beschrieben, miissen die Operanden in ihre polare Form {iberfiihrt
werden. Die Resultate dieser Transformation sind in Abbildung 32 zu sehen.

Z1 - Polar
5=
o]
5]
o
]
L=}
a
E
2]
2]
o
; ! | ! | ! T T T T ]
e 2,000 4,000 6,000 8,000 10,000
s
- a1 - 81) - [a2) - 821 -1l 12
— [marker] — [R1] [theta1] — [R2] — [thetaz] — [R]
— [theta] — [m_sin_cos_angle_range] — [m_corrected sub] [m_angle_sub]
(a) z1 in Polarform
Z2 - Polar
3.5 |
=J
2.5
A 2]
S
a1
] 4
Ea5
1]
0.5
ol
T . T . T . T . T ; 1
e 2,000 4,800 6,000 8,000 10,000
s
-1 - [81) ~ 2] ~ 821 -1l 18
— [marker] - [R1] [theta1] = [Rr2] — [theta2a] - [R]
— [theta]  — [m_sin_cos_angle range] — [m_corrected sub] [m_angle_sub]

(c) z2 in Polarform

R1 compartment reactions mol/l @
thetal compartment reactions mol/1l @
(b) Werte der Polarform von z;
R2 compartment reactions mol/l @ 3.18228
thetaz compartment reactions mel/l @ 2.321751

(d) Werte der Polarform von z2

Abbildung 32: Polarform der Operanden

Die eigentliche Division erfolgt mit den transformierten Eingabegréfien. Die Ergebnisse dieser Ope-
ration sind in Abbildung 33 ersichtlich.
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Ergebnis Division (Polar)

1.6
1.4
1.2+
1 ks
o
de.s- R compartment reactions mol/l @ 1.41421
E - - -
theta compartment reactions mol/l @ 8.142123
8.6 4
] m_sin_cos_angle_range  compartment reactions mol/l @ |1
Gt m_corrected_sub compartment reactions mol/l @ @
8.2
a4
T T T T T T T T T T 1
e 2,000 4,000 6,000 8,000 16,000
s
— a1 - [e1] —[x2] ~ [82] — A 8]
— [marker] — [R1] [theta1] — [R2] — [theta2] —[R]
— [theta] — [m_sin_cos_angle_range] — [m_corrected_sub] [m_angle_sub]

Abbildung 33: Ergebnis der Division (polar)

Wie auch bei den vorherigen Operationen miissen die Resultate in die algebraische Form zuriicktransformiert
werden. Dies geschieht {iber das zuvor betrachtete Reaktionsnetzwerk. Die sich hieraus ergebenden
Endergebnisse der Division sind in Abbildung 34 dargestellt.

Ergebnis Division (algebraisch)

1.4,
b~
1.2
libf_
8.8
-
<
l'n| bl - -
LI A compartment reactions mol/l @ 1.

] B compartment reactions mol/l @ @,
2.4 marker compartment reactions mel/l @ 2.99937
8.2
0

r T T T T T T T T T 1

] 2,000 4,000 6,800 8,800 18,000

H
—[a1] — [e1] — a2l ~ [82] — A 8]
— [marker] — [R1] [thetal] - [R2] — [theta2] —[R]

— [theta]  — [m_sin_cos_angle_range] — [m_corrected sub] [m_angle_sub]

Abbildung 34: Ergebnis der Division (algebraisch)

Hat Marker eine Konzentration von 0 besteht die Moglichkeit, dass das korrekte Ergebnis nicht in
die algebraische Form umgewandelt werden konnte. In diesem Fall hat m_corrected_sub eine Kon-
zentration von 1 und ein korrektes Ergebnis kann an den Spezies R und theta abgelesen werden.

Beispiel:
21 =64 2¢
z0=1+4+3¢
21
23 = —
Z2
z3=12-—1.6¢

Die Ergebnisse der Division dieses Beispiels (Abbildung 35) zeigen, dass der Marker eine Kon-
zentration von 0 annimmt. Dies verdeutlich, dass die algebraische Darstellung des Resultats nicht
korrekt ist. Die polaren Ergebnisse sind jedoch korrekt, da die Unterschreitung von 0 erst bei der
Umwandlung von der polaren zu der algebraischen Form auftritt.
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Ergebnis Division (Polar)

56—
5
2
-
<
34
o
E
2
1 (b
]
o
r
-]
—[a1]
— [marker]
— [theta]

- [e1]

- [r1]

— [m_sin_cos_angle_range]

4,000 6,000 8,000
s
— [#2] — [B2] —[a]
[thetal] - [R2] — [theta2]

— [m_corrected_sub] [m_angle_sub]

[e]
=[Rr]

mol/1l

w
E
]

8 8 ]

(=
5

®

Ergebnis Division (algebraisch)

= [A1]
— marker]

— [theta]

T T T
4,600 6,000 3,000

H
— [B1] = [A2] — [B2] =[]
— [r1] [theta1] — [ra] — [theta2]

— [m_sin_cos_angle_rangs] — [m_corrected_sub] [m_angle_sub]

1
10,000

[B]
—[r”]

Abbildung 35: Ergebnis der Division in Polarform (korrekt) und algebraischer Form (falsch)
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5 Fazit

Das Ziel dieser Arbeit war es, die arithmetischen Grundoperationen Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division fiir komplexe Zahlen mit einem nicht-negativen Real- und Imaginérteil
zu erstellen. Dies wurde erfolgreich umgesetzt, indem vier Reaktionsnetzwerke erstellt wurde, die
jeweils eine dieser Operationen umsetzen.

Es ist jedoch zu beachten, dass die Operationen zwar immer funktionieren, aber nicht immer ein
korrektes Ergebnis geliefert wird. Dieser Fall tritt ein, wenn ein Zwischenergebnis oder auch ein
Endergebnis negativ ist und begriindet sich damit, dass verschiedene Zwischenoperationen Sub-
traktionen sind, die negative Ergebnisse liefern kénnen. Wenn diese Situation auftritt, wird ein
entsprechender Marker gesetzt, der dies symbolisiert. Am Ende jeder Rechnung, die eine Subtrak-
tion enthélt, ist somit ein Marker, der die Rechnung als valide (Marker = 1) bzw. invalide (Marker
= 0) kennzeichnet.

Weiterhin sind zwei Reaktionsnetzwerke entwickelt worden, die eine komplexe Zahl zwischen ihrer
algebraischen und polaren Form transformieren kénnen. Diese Reaktionen waren fiir die Multipli-
kation und die Division als Zwischenschritt notig.

Zudem muss beachtet werden, dass die Genauigkeit der Ergebnisse erst mit hinreichender Zeit
steigt. Da die Operationen meist viele Zwischenoperationen enthalten, bei denen sich die Zwi-
schenergebnisse zunédchst auf einem Niveau stabilisieren miissen, benétigen die Endergebnisse ent-

sprechend mehr Zeit bis sie auf ein stabiles Level kommen.
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6 Anlagen

In dem dieser Ausarbeitung angehéngten .zip-Archiv befinden sich folgende Dateien:

complex_addition.cps
COPASI-Reaktionsnetz fiir die Addition zweier komplexer Zahlen in algebraischer Form.

complex_subtraction.cps
COPASI-Reaktionsnetz fiir die Subtraktion zweier komplexer Zahlen in algebraischer Form.

complex_multiplication.cps
COPASI-Reaktionsnetz fiir die Multiplikation zweier komplexer Zahlen. Ein- und Ausgabe
erfolgt in algebraischer Form, welche in die polare Form umgerechnet wird.

complex_division.cps
COPASI-Reaktionsnetz fiir die Division zweier komplexer Zahlen.Ein- und Ausgabe erfolgt
in algebraischer Form, welche in die polare Form umgerechnet wird.

alg2polar.cps
COPASI-Reaktionsnetz fiir die Umwandlung einer komplexen Zahl in algebraischer Form zur
polaren Form.

polar2alg.cps
COPASI-Reaktionsnetz fiir die Umwandlung einer komplexen Zahl in polarer Form zur al-
gebraischen Form.
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